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Abstract: This paper addresses the computation of the

L2-induced gain for switched linear systems. The main

contribution of the paper is to completely characterize

the induced gain of the switched system through a sys-

tem of differential inequalities on a common storage

function, one equation for each system being switched.

The motivation for computing the induced gain of a

switched system is the application of robust stability

tools to the analysis of hybrid systems.

1. はじめに

連続・離散の動特性が混在するハイブリッドシステムは,

その記述能力の高さから, 近年大きな注目を集めている.

切り換えシステムは, ハイブリッドシステムを表現する

代表的な数理モデルの一つとなっている.

切り換えシステムの安定性に関しては, 多くの研究成

果が報告されている. 主要な結果は, 例えば文献 [1], [2]

などで確認することができる. これらの中で, とくに本

稿での議論と関連が深いものとして, 文献 [3], [4] を挙

げることができる. ここでは, 切り換えシステムの安定

性が, 切り換えシステムを構成する個々の時不変システ

ム全てに対する共通 Lyapunov 関数の存在と等価であ

ることが示されている.

一方ここで, システム制御理論を展開する上での重要

なツールの一つとして, システムの入出力ゲインを挙げ

ることができる. とくに L2 ゲイン (L2 誘導ノルム) は,

ロバスト安定性などの議論において, 不可欠な道具立て

となっている.

切り換えシステムの L2 ゲイン解析に関する研究は,

その重要性にもかかわらず, 限定的なものに留まってい

る. 切り換えシステムに対し, 保守性のない L2 ゲイン

解析条件を与えるものとして, 文献 [5]が挙げられる. こ

こでは, 切り換え信号の隣りあう切り換え点の間隔が極

限にまで長くなった, slow-switching と呼ばれる場合に

ついて, L2 ゲインの完全な特徴づけを与えている. また,

1 次の切り換えシステムに対する L2 ゲインは, 文献 [6]
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での結果により, 保守性なく特徴づけることができる.

本稿では, 切り換えシステムの L2 ゲインを, 保守性

なく特徴づける完全な解を与える. このために, 切り換

えシステムが与えられた正数以下の L2 ゲインをもつこ

とと, 切り換えシステムを構成する個々の時不変システ

ム全てに対する共通蓄積関数の存在が,等価であること

を示す. さらに,ゲイン解析のみではなく,切り換えシス

テムが安定かつ与えられた正数以下の L2 ゲインをもつ

ための条件についても, 保守性のない必要かつ十分な条

件を与える.

2. 切り換えシステムの安定性および L2 ゲイン

ここでは, 切り換えシステムに対する L2 ゲインの解析

問題を定式化する.

2.1 切り換えシステム

つぎの切り換えシステムを考える.

ẋ = Asx + Bsu y = Csx + Dsu (1a)

ここで s : [ 0,∞ ) → P は, 区分的に定数値をとる切り

換え信号である. 切り換え信号 s は, インデックス集合

P で規定された, n 次元, m 入力, k 出力の状態空間実

現の集合

{(Ap, Bp, Cp, Dp)| p ∈ P} (1b)

から, 各時刻における動特性 (Ap, Bp, Cp, Dp) を選択す

る. なおここで, 集合 P はコンパクトとする.

本稿では, 区分的に定数値をとる切り換え信号の全体

を S = {s : [ 0,∞ ) → P} であらわす. ただしここで,

区分的に定数値をとる切り換え信号とは,任意の有限な

時間区間において高々有限個の切り換え点のみをもち,

かつ隣りあう切り換え点の間では定数値をとるものをい

う. また, すべての切り換え信号は, 右連続とする1.

関数 x : [ 0,∞ ) → R
n が, 連続かつ区分的に微分可

能であり, ある切り換え信号 s ∈ S および入力 u ∈ Lm
2

が存在して, 時変係数の微分方程式 ẋ(t) = As(t)x(t) +

Bs(t)u(t) が, ほとんどすべての t ≥ 0 に対して成立し

ているならば, x は (1) の解であるという. なおここで

Lm
2 は, [ 0,∞ ) で定義され R

m に値をとる二乗可積分

関数の全体とする.

1すべての t ≥ 0 に対して, s(t) = limτ↓t s(τ).



2.2 安定性および L2 ゲイン

ここでは, 切り換えシステムの L2 ゲインおよび必要と

なる安定性の定義をまとめる2.

定義 1. S′ ⊂ S とする. クラス KL に属する関数 β が

存在し, すべての t ≥ 0, s ∈ S′ および x(0) ∈ R
n に対

して, ‖x(t)‖ ≤ β(‖x(0)‖, t) とできるならば, (1) は S′

上で一様漸近安定という. ただしここで x(t) は, 切り換

え信号 s, 入力 u ≡ 0 および初期状態 x(0) に対する (1)

の解をあらわす. �

定義 2. S′ ⊂ S とする. 定数 a > 0 および λ > 0 が存

在し, 定義 1 において, すべての r ≥ 0 および t ≥ 0 に

対して, β(r, t) = ae−λtr とできるならば, (1) は S′ 上

で (一様) 指数安定という. �

切り換えシステムの L2 ゲインとして, つぎの 2 つの

定義を与える.

定義 3. S′ ⊂ S および γ > 0とする. すべての t ≥ 0,

s ∈ S′ および u ∈ Lm
2 に対して,

∫ t

0

‖y(τ)‖2dτ ≤ γ2

∫ t

0

‖u(τ)‖2dτ (2)

であるならば, (1) は γ 以下の L2 ゲインを S′ 上で一

様にもつという. ただしここで y(t) は, 切り換え信号 s,

入力 u および初期状態 x(0) = 0 に対する (1) の出力を

あらわす. �

定義 4. S′ ⊂ S および γ > 0とする. ある γ′ < γ に対

して, (1) が γ′ 以下の L2 ゲインを S′ 上で一様にもつ

ならば, (1) は γ 未満の L2 ゲインを S′ 上で一様にも

つという. �

本稿の主題は, 切り換えシステムの L2 ゲインを, 保守

性なく完全に特徴づけることにある (3.1 節). また, 有

界な L2 ゲインをもつ切り換えシステムとその安定性の

関係を明らかにする (3.2 節).

3. 切り換えシステムの L2 ゲイン解析

ここでは, 本稿の主要な結果をまとめる. なお紙面の都

合により, すべての証明は別紙 [7] に示す.

3.1 L2 ゲイン解析

つぎの 定理 1 は, 切り換えシステムが γ 以下の L2 ゲ

インをもつための, 必要かつ十分な特徴づけを与える3.

2連続関数 α : [ 0,∞ ) → [ 0,∞ ) が, α(0) = 0 かつ厳密に増加す
るならば, クラス Kに属するという. 連続関数 β : [0,∞)×[0,∞) →
[ 0,∞ ) において, t ≥ 0 を固定した β(·, t) がクラス K に属し, r ≥ 0
を固定したとき非増加かつ limt→∞ β(r, t) = 0 ならば, クラス KL

に属するという.
3関数 f : R

n → R が, すべての x ∈ R
n および k ∈ R に対して,

f(kx) = kqf(x) であるならば, q 次の同次関数という.

定理 1. γ > 0 とする. また, (1) は S 上で一様漸近安

定とする. つぎの 4 つの条件は等価である.

1. (1) は γ 以下の L2 ゲインを S 上で一様にもつ.

2. すべての p ∈ P に対して γ2I − DT
p Dp > 0 であ

る. また, すべての p ∈ P およびほとんどすべて

の x に対して,

∂V

∂x
(x)Apx + xTCT

p Cpx

+

(

1

2
BT

p

∂V T

∂x
(x) + DT

p Cpx

)T
(

γ2I − DT
p Dp

)−1

×

(

1

2
BT

p

∂V T

∂x
(x) + DT

p Cpx

)

≤ 0 (3)

をみたす局所 Lipschitz かつ V (0) = 0 である 2

次の同次関数 V : R
n → R が存在する.

3. すべての p ∈ P に対して γ2I − DT
p Dp > 0 であ

る. また, すべての p ∈ P およびほとんどすべて

の x に対して, (3) をみたす凸かつ V (0) = 0 であ

る 2 次の同次関数 V : R
n → R が存在する.

4. すべての p ∈ P に対して γ2I − DT
p Dp > 0 で

ある. また, 半正定値行列からなるコンパクト集

合 K ⊂ R
n×n が存在し, すべての p ∈ P およ

びほとんどすべての x に対して, 区分的二次関数

V (x) = maxQ∈K xTQx が (3) をみたす. �

注意 1. 定理 1 の各条件 2., 3. および 4. は, すべての

p ∈ P に対して, 不等式 (3) をみたす単一の関数 V の

存在を要求している. すなわちこれは, 共通蓄積関数 V

の存在が, 切り換えシステムの L2 ゲインを保守性なく

特徴づけることを明らかにしている. �

つぎの 定理 2 は, (3) の右辺が厳密に負の値に制約さ

れることが, 切り換えシステムが γ 未満の L2 ゲインを

もつための必要かつ十分な条件を与えることを明らかに

している. なお 定理 2 は, 安定かつ γ 未満の L2 ゲイ

ンをもつ切り換えシステムの特徴づけにおいて,重要と

なる (系 2 参照).

定理 2. γ > 0 とする. また, (1) は S 上で一様漸近安

定とする. つぎの 4 つの条件は等価である.

1. (1) は γ 未満の L2 ゲインを S 上で一様にもつ.

2. すべての p ∈ P に対して γ2I − DT
p Dp > 0 であ

る. また, 定数 ǫ > 0 が存在し, すべての p ∈ P お



よびほとんどすべての x に対して,

∂V

∂x
(x)Apx + xTCT

p Cpx

+

(

1

2
BT

p

∂V T

∂x
(x) + DT

p Cpx

)T
(

γ2I − DT
p Dp

)−1

×

(

1

2
BT

p

∂V T

∂x
(x) + DT

p Cpx

)

≤ −ǫ‖x‖2 (4)

をみたす局所 Lipschitz かつ V (0) = 0 である 2

次の同次関数 V : R
n → R が存在する.

3. すべての p ∈ P に対して γ2I−DT
p Dp > 0である.

また, 定数 ǫ > 0 が存在し, すべての p ∈ P およ

びほとんどすべての xに対して, (4)をみたす凸か

つ V (0) = 0 である 2 次の同次関数 V : R
n → R

が存在する.

4. すべての p ∈ P に対して γ2I − DT
p Dp > 0 であ

る. また, 定数 ǫ > 0 および半正定値行列からな

るコンパクト集合K ⊂ R
n×n が存在し, すべての

p ∈ P およびほとんどすべての x に対して, 区分

的二次関数 V (x) = maxQ∈K xTQx が (4) をみた

す. �

注意 2. 不等式 (4) より, すべての p ∈ P およびほとん

どすべての x に対して, (∂V/∂x)(x)Apx ≤ −ǫ‖x‖2 が

えられる. したがって, その正定性が保証されるならば,

関数 V は, 切り換えシステムの共通 Lyapunov 関数と

なる. �

3.2 有界ゲインと安定性

定理 1 および 2 では, (1) の安定性が仮定されている.

不等式 (3) あるいは (4) は, 一般には, (1) の安定性を導

かない. このため, 定理 1, 2 における安定性は, 必要な

仮定である.

ここで可観測性に類する仮定の導入により,不等式 (3)

あるいは (4) から, 安定性を導くことが期待される. し

かしながら切り換えシステムにおいては, 単純にすべて

の (Cp, Ap)が可観測対であるとしても, この仮定のみか

らは, 安定性が導かれない. これは例えば, LaSalle の不

変原理を切り換えシステムに対して拡張する試み [8] な

どにおいても, 議論されている.

つぎの 系 1 は, 可観測性, 不等式 (3) に加え, 切り

換え信号の正則性に関する性質が, 重要な役割を果たす

ことを明らかにしている. 系 1 を述べるため, 切り換

え信号の集合 Sp-dwell[ τD, T ], τD > 0, T ∈ [ 0,∞ ] を

導入する. 与えられた τD および T に対して, つぎの

性質をみたす切り換え信号の全体を Sp-dwell[ τD, T ] で

あらわす. すなわち, 切り換え信号 s に対して, 系列

0 = τ0 < t0 ≤ τ1 < t1 ≤ τ2 < t2 ≤ · · · がとれ, つぎ

の性質をみたすとする. τD (persistent dwell-time) に対

して tk − τk ≥ τD であり, この区間で切り換え信号は

定数値をとる. また, この性質をみたす区間の間隔は, T

(period of persistence)以下, すなわち τk+1− tk ≤ T と

なっている.

系 1. γ > 0 とする. また, すべての p ∈ P に対して

(Cp, Ap) は可観測対とする. つぎの条件 1. が成立する

ならば, 条件 2 が成立する.

1. すべての p ∈ P に対して γ2I − DT
p Dp > 0 であ

る. また, すべての p ∈ P およびほとんどすべて

の x に対して, (3) をみたす局所 Lipschitz かつ

V (0) = 0 である 2 次の同次関数 V : R
n → R が

存在する.

2. すべての τD > 0 および T < ∞ に対して, (1) は

Sp-dwell[ τD, T ] 上で (一様) 指数安定であり, かつ

γ 以下の L2 ゲインを Sp-dwell[ τD, T ] 上で一様に

もつ. �

注意 3. 系 1 は, 有界ゲインを保証する不等式 (3) およ

び各モードの可観測性に関する仮定から安定性を帰着す

るには, 許容される切り換え信号が, 切り換え信号の全

体 S から, その部分集合に制限されなければならないこ

とを示している.

つぎの 系 2 は, 可観測性に関する仮定, 不等式 (4) に

加え, 厳密に凸な蓄積関数の存在が, 安定性および有界

L2 ゲインを同時に, かつ保守性なく特徴づけることを

示している.

系 2. γ > 0 とする. また, (Cq, Aq) が可観測対となる

q ∈ P が, 少なくとも 1 つ, 存在するとする. つぎの 3

つの条件は等価である.

1. (1) は S 上で (一様) 指数安定であり, かつ γ 未

満の L2 ゲインを S 上で一様にもつ.

2. すべての p ∈ P に対して γ2I − DT
p Dp > 0 であ

る. また, 定数 ǫ > 0 が存在し, すべての p ∈ P

およびほとんどすべての x に対して, (4) をみた

す厳密に凸かつ V (0) = 0 である 2 次の同次関数

V : R
n → R が存在する.

3. すべての p ∈ P に対して γ2I − DT
p Dp > 0 であ

る. また, 定数 ǫ > 0および正定行列からなるコン

パクト集合 K ⊂ R
n×n が存在し, すべての p ∈ P

およびほとんどすべての x に対して, 区分的二次

関数 V (x) = maxQ∈K xTQx が (4) をみたす. �



注意 4. 厳密に凸かつ V (0) = 0 である 2 次の同次関数

は, 正定関数となる4. 系 2 では, これと不等式 (4) より,

切り換えシステムの指数安定性を示している (注意 2 参

照).

3.3 考 察

ここでは, 本稿でえられた結果の一つに, 簡単な例題を

とおしての解釈を与えることを試みる. 2 つのモード

P = {1, 2} をもつ切り換えシステム

(A1, B1, C1, D1) = (−1, 1, 1, 0)

(A2, B2, C2, D2) = (−1, 1/10, 10, 0)

を考える. それぞれのモードに固定された時不変システ

ムは,

∥

∥

∥

∥

∥

A1 B1

C1 D1

∥

∥

∥

∥

∥

∞

=

∥

∥

∥

∥

∥

A2 B2

C2 D2

∥

∥

∥

∥

∥

∞

= ‖
1

s + 1
‖∞ = 1

の H∞ ノルムをもつ.

この切り換えシステムを

s(t) =







1 t < T

2 t ≥ T
u(t) =







t/T t < T

0 t ≥ T
T = 2.2

の切り換え信号 s および入力 u で駆動した場合の出力

を Fig. 1 に示す. Fig. 1 の破線 は, モードを p = 1 ある

いは 2 に固定した時不変システムの出力である. 一方,

切り換え時の出力は Fig. 1 の実線となっている. この応

答における入出力信号それぞれの L2 ノルムの計算によ

り, 切り換えシステムの L2 ゲインは, γ ≥ 4.95 となる.

切り換えの影響により, 切り換えシステムの L2 ゲイン

は, 個々のモードに固定した場合のH∞ のノルムに比較

し, 極端に大きくなることがわかる.

ここで 定理 1, 条件 4. で与えた区分的二次関数を考

える. この例題では, n = 1 であることから, V を単純な

二次形式 V (x) = xTQx とすることができる. したがっ

て, 各モード p = 1, 2 に対する Riccati 不等式

p = 1 : −2Q + 1 + γ−2Q2 ≤ 0

p = 2 : −2Q + 100 + γ−2 1

100
Q2 ≤ 0

に対する共通解の存在が, 切り換えシステムの L2 ゲイ

ンを保守性なく特徴づける. これより, 切り換えシステ

ムの L2 ゲイン γ = 5.05 (対応する共通解は, Q = 50.5)

がえられる. このことから, Fig. 1 に示す応答は,真の値

にほぼ等しい L2 ゲインを与えていることがわかる.

4θ ∈ ( 0, 1 ) および x 6= 0 とする. θ2V (x) = V (θx) = V (θx +
(1 − θ)0) < θV (x) + (1 − θ)V (0) = θV (x) より θ(1 − θ)V (x) > 0
となる. θ ∈ ( 0, 1 ) であるから, V (x) > 0 がえられる

0 2 4 6 8

0

2

4

6

[t]

y(
t)

Fig. 1: A simulation comparison of responses for

the switched system and the two LTI systems being

switched.

4. おわりに

本稿では, 切り換えシステムの L2 ゲインを考え, これ

を保守性なく特徴づける完全な解を与えた. また, 有界

な L2 ゲインをもつ条件から, 切り換えシステムの安定

性が帰着される条件を考え, 切り換え信号の正則性に関

する条件が要求されること, あるいは厳密に凸な蓄積関

数の存在が必要であることを明らかにした.
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